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RESUMO

Desenvolve-se no presente trabalho o elemento biquadratico heterosis de flexdo de
placa com as hipéteses de Reissner-Mindlin, utilizando funcgdes de interpolacdo hierarquicas
nas definicBes do campo de deslocamentos e paramétrica de geometria. O uso dessas fungdes
simplifica o desenvolvimento deste elemento frente ao procedimento usual com fungbes de
interpolacdo convencionais. Como no tratamento do sistema global de equacdes, estas ultimas
funcdes tém vantagens em relacdo as primeiras, apresenta-se um algoritmo muito para
transforma-lo em ndo hierarquico. Finalmente, sdo apresentadas aplicacdes numéricas que
comprovam a exatiddo do desenvolvimento apresentado e realcam o bom comportamento

numeérico do elemento heterosis.

1- INTRODUCAO

Em 1978 Hughes e Cohen propuseram o elemento biquadratico heterosis de flexdo de
placa com as hipoteses de Reissner-Mindlin, elemento este de formulacdo convencional a
partir de campo de deslocamentos, que teve muito sucesso por nao apresentar modo espurio
de energia nula e nem travamento de esforco cortante. A partir do trabalho de Bathe e
Dvorkin (1985), os pesquisadores passaram a dar preferéncia a elementos com campo
assumido de deformacdes covariantes de esforgo cortante, devido a robustez de alguns destes
elementos. Contudo, estes elementos tém fundamentacéo teérica mais elaborada do que os de
formulacdo convencional de campo assumido de deslocamentos, justificando uma nova

analise do elemento biquadratico heterosis.



O elemento heterosis utiliza funcGes de interpolacdo serendipity para os deslocamento
transversal e, fungdes Lagrange para as rotagcoes. Hughes (1987) desenvolveu esse elemento
com funcdes de interpolacdo convencionais, degenerando o elemento biquadratico Lagrange
através da introducdo de restricbes ao deslocamento transversal do né central definidas pela
interpolacdo biquadrética serendipity.

Neste trabalho, o heterosis é desenvolvido com fungdes de interpolacdo hierdrquicas, que
permitem utilizar nas interpolacbes das rotacBes as mesmas funcdes da interpolacdo do
deslocamento transversal adicionadas de uma funcdo bolha. Estas fungdes facilitam o
desenvolvimento do elemento, mas conduzem a um sistema de equagdes de equilibrio com
particularidades desfavoraveis, em relacdo ao correspondente sistema obtido com funcbes de
interpolacdo convencionais, para a consideracdo, nos pontos médios dos lados do elemento,
de apoios elasticos, de apoios rigidos pela técnica do nimero grande e de prescricdo de
relagdes entre deslocamentos nodais. Para evitar tais particularidades, um algoritmo simples
que transforma o referido sistema derivado de fungdes hierarquicas no sistema oriundo de
funcBes convencionais € apresentado neste trabalho. Além disso, apresentam-se aplicacdes
numéricas que comprovam a exatiddo do desenvolvimento apresentado e o comparam 0
comportamento do heterosis frente a outros elementos. Dado a simplicidade de seu
desenvolvimento e ao seu bom comportamento numérico do heterosis, justifica-se a sua
utilizacdo em cursos introdutérios do método de elementos finitos e em aplicacdes correntes

de engenharia.

2 - FORMULACAO DO ELEMENTO HETEROSIS
Para o elemento da figura 1, com as convencdes representadas na figura 2, escrevem-se

as solucdes aproximadas
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sdo as funcdes de interpolacdo hierarquicas
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Essas funcbes sdo mais simples do que as correspondentes funcbes de interpolacédo
convencionais. A interpolagdo com N1 a Ns € biquadratica serendipity e a interpolacdo com

N1 a No é biquadréatica Lagrange.

Figura 1 - Elemento quadratico em coordenadas adimensionais

Figura 2 - Convencgdes de sinais de placa

Particularizando a interpolagéo de w expressa pela equagéo (1) para o lado n=1 do

elemento, escreve-se

w=2Ewh w12 ud ©

evidenciando que o deslocamento hierarquico w é a diferenga, no ponto (e’; =0, n :1),

entre as interpolacBes quadrética e linear. Essa conclusdo se estende a todos os graus de
liberdade de ponto nodal de lado do elemento. Como as funcdes quadraticas Ns a Ns se
anulam nos vértices do elemento, os deslocamentos hierarquicos dos n6s 1 a 4 séo 0s proprios
deslocamentos fisicos convencionais. Logo, pode-se utilizar as fungdes hierérquicas
biquadraticas serendipity para definir a geometria do elemento por interpolacdo das

coordenadas nodais, escrevendo-se a matriz Jacobiana sob a forma
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onde a virgula depois do indice indica derivacéo, (x,hy,h) com i de 1 até 4 sdo as
coordenadas dos nds de veértice e , com i de 5 a 8, sdo as “coordenadas hierarquicas nodais”

definidas por
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onde j e k se referem ao vértices do lado referente ao ponto nodal i de lado do elemento.
As deformacdes generalizadas do modelo de placa de Reissner-Mindlin se escrevem a
partir do campo de deslocamentos definido pela equacéo (1) sob a forma
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onde os indices F e C se referem, respectivamente, as parcelas de deformacdo de flex&o e de
esforco cortante.
Logo, a submatriz de rigidez hierarquica de acoplamento dos nos i e j do elemento, com

definicdo paramétrica de geometria, se escreve sob a forma
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onde [I] é matriz identidade, Mé 0 determinante da matriz Jacobiana, K é o fator de

cisalhamento (usualmente igual a 5/6), G € o modulo de elasticidade transversal, t € a

espessura e
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onde E e v sdo, respectivamente, 0 médulo de elasticidade longitudinal e o coeficiente de
Poisson. Substituindo as submatrizes [B] da equacdo (5) e a equacdo (7) na equacao (6),
obtém-se as submatrizes de rigidez relativas a flexao e a esforco cortante, respectivamente,
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A matriz de rigidez do elemento é obtida fazendo i e j variar de 1 até 9 nessas duas
ultimas equagdes, desconsiderando-se as linhas e colunas das submatrizes associadas a wg que
ndo ocorre no heterosis. A integracdo numérica de Gauss-Legendre da parcela de rigidez de
flexdo é completa com 3 x 3 pontos e, da parcela de rigidez de esforco cortante é reduzida
com 2 x 2 pontos. Esta integracdo reduzida seletiva ndo introduz modos espurios de energia
nula e, como mostrado numericamente no item 4, conduz a elemento sem travamento de
esforco cortante.

O vetor de forcas nodais hierarquicas equivalentes a carga transversal @ por unidade de
area, relativo ao i-ésimo nd, se escreve
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com i variando de 1 até 8.

O vetor de forcas nodais hierarquicas equivalentes a lei linear de temperatura de -T na

facez=-1t/2 a + T naface z=+t/2, relativo ao i-ésimo no, se escreve
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com i variando de 1 até 9, mas desconsiderando o primeiro termo para i=9.

Apbs o célculo dos deslocamentos nodais, tem-se as resultantes de tensdes
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onde considera-se wg =0 .

3- TRANSFORMAC}AO AO ELEMENTO HETEROSIS CONVENCIONAL

Como evidenciado no item anterior, as funcdes de interpolacdo hierarquicas facilitam o
desenvolvimento do presente elemento por ndo se ter necessidade de utilizar para as rotaces
funcbes distintas das funcdes adotadas para o deslocamento transversal e por serem mais
simples do que as correspondentes fungbes convencionais. Contudo, pelo fato dos
deslocamentos hierarquicos dos pontos de lado do elemento serem as diferencas entre as
interpolacdes quadratica e linear no correspondente ponto, apresentam dificuldades para
mesclar elementos hierarquicos e convencionais (como no caso de uma placa nervurada em
que as nervuras sdo idealizadas como elementos de grelha), para o calculo de reacdo de apoio
pela técnica do nimero grande (quando esta reacdo € o esfor¢o no elemento de grande rigidez
que faz a funcdo do apoio), para a introducdo de apoios elasticos discretos e para considerar a
prescricdo de relacfes entre deslocamentos nodais (como no caso de né master versus no
slave). Assim, é vantajoso determinar o sistema global de equacBes relativo aos
deslocamentos nodais convencionais.

Designando os deslocamentos hierarquicos e os convencionais de ponto de lado do
elemento, respectivamente, por u? e u; , cujos correspondentes deslocamentos dos vértices
do mesmo lado sao designados por u; euy escreve-se
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Logo, tem-se a transformacéo de deslocamentos
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onde u é o vetor dos deslocamentos dos vértices (que ndo carecem de transformacdo). Na
~V

matriz de transformag&o anterior, os coeficientes -1/2 situam-se na linha i e colunas j e k.
Aquela transformagdo permite escrever a matriz de rigidez e o vetor de forgas nodais

equivalentes convencionais a partir das correspondentes matriz e vetor hierarquicos
S=[T s [T L =0T (1415)

Em implementacdo computacional, é usual efetuar a condensacdo estatica dos graus de
liberdade internos ao elemento que sdo as rotagfes do ponto nodal 9, reduzindo a matriz da
rigidez de ordem 26 x 26 para 24 x 24 e os vetores de forgas nodais de 26 x 1 para 24 x 1. Nas
transformacbes expressas pelas equacdes (14) e (15), para evitar desnecessarias
multiplicacbes por coeficientes nulos que ocorrem na matriz de transformagéo [T]
correspondentemente a cada deslocamento hierdrquico de ordem i, sendo j e k o0s

correspondentes deslocamentos de vértice, pode-se aplicar o algoritmo:
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Neste algoritmo, s,; e f; sdo coeficientes da matriz de rigidez e do vetor de forgas nodais

hierarquicas que se transformam nos correspondentes coeficientes convencionais

4 - APLICACOES NUMERICAS

O desenvolvimento apresentado nao altera obviamente o comportamento numeérico ja
conhecido do heterosis, apenas facilita a obtencdo do seu sistema de equacgdes de equilibrio.
Assim, o objetivo do presente item é comprovar a exatiddo deste desenvolvimento e realcar o
bom comportamento do elemento.

Para verificacdo de travamento de esforco cortante, a figura 3 apresenta graficos do
deslocamento transversal normaliza do centro de placa quadrada engastada de vado L e
espessura t, sob carregamento concentrado em seu centro, versus L/t. Aproveitando condicao
de dupla simetria, discretizou-se apenas um quadrante utilizando 10x10 elementos em
condicdo forte de contorno. Nessa figura, sol. exata € a solucdo da teoria classica, bilinear
se refere ao elemento bilinear convencional de campo de deslocamentos mas com integracao
reduzida seletiva e biquadratico se refere ao elemento serendipity convencional com
integracdo completa. Observa-se que, com o elemento biquadratico serendipity, os resultados
divergem do correto na proximidade de log(L/t)=3, quando a relacédo entre lado do elemento e
sua espessura € igual a 102, evidenciando travamento. A ligeira perturbacdo de resultados do
bilinear a partir de log(L/t)=6 ocorre em elementos extremamente finos sem aplicacdo em
engenharia. O heterosis ndo apresentou travamento. Pode-se verificar que este elemento em

forma moderadamente distorcida continua com bom comportamento quanto a travamento.

—=—— bilinear
------ sol.exata
—e—— biquadratico
——o—— heterosis

flecha normalizada
o
(o))
L

log (L /1)

Figura 3 — Deslocamento transversal normalizado do central de placa engastada



O elemento bilinear com integracdo reduzida seletiva desenvolvido por Hughes e co-
autores (1977) e o elemento bilinear de campo assumido de deformacgbes covariantes de
esforco cortante desenvolvido por Bathe e Dvorkin em 1985, em analise de um dnico
elemento engastado em um de seus lados e carregado no lado oposto como uma viga em
balango de pequena altura com carga concentrada em sua extremidade livre, fornecem
resultados exatos de momento fletor e de esforco cortante no centroide do elemento (posicéao
de um ponto de integracdo de Gauss-Legendre e ponto 6timo de calculo de tensGes). Em
analise da mesma viga em balanco, mas sob carregamento uniformemente distribuido, com
um Unico elemento heterosis obtém-se resultados exatos de momento fletor e de esforgos
cortantes nos pontos de integracdo de Gauss-Legendre 2 x 2 (pontos 6timos de célculo de
tensdo), enquanto os referidos elementos bilineares fornecem resultados de momento com 100
porcento de erro no centrdide e apenas resultado exato de esfor¢o cortante. Ressalta-se que
valores de tensdo no centrdide de elementos bilineares ndo permitem extrapolacdo de
resultados, enquanto que isto € possivel com os pontos 6timos de tensdo do elemento
heterosis. Assim, € inquestiondvel o melhor comportamento a flexdo do elemento
biquadrético frente aos bilineares.

Para verificar o comportamento de torcdo de um Unico elemento, considera-se o teste de
torcdo proposto por Robinson e Haggenmacher (1978), em cujos graficos de deslocamento da
extremidade livre versus comprimento do elemento, foram introduzidos os resultados obtidos
com o heterosis, como mostram as figuras 4 e 5. Nestes graficos, LORA é o elemento
desenvolvido por Robinson e Haggenmacher, QUAD4 ¢ o elemento de R. H. MacNeal (“A
simple quadrilateral shell element”, MacNeal-Schwendler Report Number 52 - 1976),
STRAPS ¢ o elemento de R. E. Hubka (“Bucking analysis of stiffened curved and flat
rectangular plates”, Lockheed-California Company Report Number LR 25381, 1972),
QDPLT ¢ o elemento de R. H. MacNeal (“NASTRAN theoretical manual, 1969), e Pian ¢ o
elemento de T. H. H. Pian (“Element stiffness matrices for boundary compatibility and for
prescribed bounday stresses”, Wright-Patterson, AFFDL-TR-66-80, 1965). Os referidos
gréaficos evidenciam que o comportamento de tor¢do do heterosis é superior aos dos demais

elementos.
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Figura 4 — Deslocamentos em teste de tor¢do com forgas concentradas

Apoio fixo

teoria

64 4 & heterosis

5 #1000

Figura 5 — Deslocamentos em teste de torcdo com momentos concentrados

Para comparar acuracia com formas distorcidas de elementos, foi analisada uma placa
circular de ago engasta (em condicdo forte) com carga concentrada no ponto central e com
carga uniformemente distribuida, com as discretizacbes de um quadrante representadas na
figura 6, utilizando o elemento heterosis, 0 elemento de Bathe e Dvorkin com a denominagéo

QUAD4 e o elemento bilinear com integracdo reduzida com a denominagdo QUAD4R. A
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tabela 1 apresenta resultados destes elementos em termos de flechas normalizadas no centro
da placa. Observa-se que os melhores resultados foram fornecidos pelo heterosis.

(entra a figura 10.12 do livro sem a parte de 8x8 elementos)

Figura 6 — Malhas de um quadrante de placa circular

Tabela 1 — Flechas normalizadas de placa circular com as malhas da figura 6

CARGA
ELEMENTO | MALHA [ CONCENTRADA | DISTRIBUIDA
2x2 0.7895 0.9283
4x4 0.9520 0.9935
QUAD
4
2x2 0.9232 0.8601
4x4 0.9631 0.9557
QUAD4R
2x2 0.9504 1.0005
4x4 0.9775 1.0022
HETE
ROSIS

A placa rbmbica representada na figura 6 é considerado um problema de dificil resolucéo pelo
método dos elementos finitos porque os momentos M e M sdo infinitos e de sinais opostos
nos vertices obtusos, como o de coordenadas x = y = 0. Em grafico destes momentos,
apresentado por Hughes e Tezduyar (1981) foram introduzidos os resultados obtidos com o
elemento heterosis, como mostra a figura 7. Nesta figura, T1 é o elemento de Hughes e
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Tezduyar, T1 é o elemento bilinear com integracdo reduzida seletiva e Ul € o elemento
bilinear com integracdo reduzida uniforme. Observa-se 0 bom comportamento do elemento

heterosis.

Figura 6 — Placa rombotica

5 - CONCLUSOES

As funcdes de interpolacdo hierarquicas sdo essenciais no desenvolvimento de elementos
finitos para o procedimento p-autoadaptativo. No elemento heterosis, entretanto, ndo é usual o
uso dessas funcbes, o que requer um tratamento diferenciado entre as interpolacfes do
deslocamento transversal e das rotagdes. Com o presente uso de fungdes hierarquicas elimina-
se essa diferenca de tratamento, simplificando o desenvolvimento do elemento. De forma
complementar, desenvolveu-se um algoritmo para transformar o presente elemento
hierarquico em convencional, para se tirar partido de vantagens deste Gltimo. Frente a
simplicidade do presente desenvolvimento e do bom comportamento numérico do elemento
heterosis biquadratico nos exemplos apresentados, conclui-se quanto a sua adequacao em ser
apresentado em cursos introdutdérios ao método de elementos finitos e em ser utilizado em
casos préaticos de engenharia.
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